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Le calcul algébrique de la limite
Nous avons calculé la limite d’une fonction en utilisant un graphique ou une suite de valeurs numériques. Nous utiliserons maintenant l’expression algébrique de la fonction pour calculer algébriquement la limite. Pour ce faire, nous introduirons des propriétés des limites et nous utiliserons des techniques algébriques comme la factorisation et la simplification pour calculer ces limites. Présentons tout d’abord les propriétés des limites.

1. Les propriétés des limites
Comment pourrions-nous calculer la limite suivante (sans utiliser le graphique de la fonction ni des valeurs numériques) :
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Il faudrait être capable de calculer la limite d’une somme et aussi les limites  
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Avant d’introduire les propriétés des limites sur les opérations algébriques (la somme, la différence, la multiplication par une constante, le produit, le quotient, la puissance, la racine), commençons par calculer la limite de deux fonctions particulières : la fonction constante et la fonction identité. 

	Propriété 1 (Fonctions constantes)

Forme f(x) = k
	Propriété 2 (Fonction identité)

f(x) = x

	Tracer le graphique d’une fonction constante.
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Déterminer la limite suivante :

Soient k ( R et a ( R. Alors 
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	Tracer le graphique de la fonction identité.
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Déterminer la limite suivante :

Soit a ( R. Alors 
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Voici des propriétés de limites pour les opérations algébriques.

Soit a ( R et soient deux fonctions f(x), g(x) telles que les limites 
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 existent. Alors déterminer les propriétés suivantes :

	Propriété 3
(Constante multipliée par une fonction)
	Propriété 4
(Somme ou différence de fonctions)

	Soit k ( R. Alors
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	Propriété 5
(Produit de fonctions)
	Propriété 6
(Quotient de fonctions)
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 EMBED Equation.3  [image: image13.wmf]
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Condition à respecter :
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	Propriété 7
(Puissance de fonctions)
	Propriété 8
(Racine de fonctions)

	Soit n ( N. Alors
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	Soit n ( N. Alors 
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Condition à respecter :

f(x) ( 0 lorsque n est pair.




Exercice 1 : Utiliser les propriétés pour calculer la limite suivante : 
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Question : Comment aurait-on pu calculer cette limite? 

La limite aurait pu être calculée en remplaçant x par 3 dans la fonction, c’est-à-dire en évaluant la fonction en x = 3.
Exercice 2 : Calculer la limite suivante :
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Est-ce qu’il y a un problème?

Oui, car 
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 n’est pas un nombre réel.
2. Les formes indéterminées
Nous dirons qu’une expression est une forme indéterminée si elle peut prendre plusieurs valeurs ou si elle vaut l’infini (positif ou négatif). Les formes indéterminées qui nous intéresserons seront 
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2.1 Calcul des limites de la forme 
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0


L’indétermination 
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 vient du fait qu’il y a un facteur qui annule à la fois le numérateur et le dénominateur de la fonction pour laquelle on veut calculer la limite. En fait, si 
[image: image27.wmf], alors il est possible de simplifier un facteur (x – a) au numérateur et au dénominateur. Pour lever cette indétermination, on factorise le numérateur et le dénominateur afin de simplifier le facteur qui les annule.

Exercice 1 : Calculer la limite suivante : 
[image: image28.wmf]4

4

lim

2

3

4

-

-

®

x

x

x

x


Étape 1 : Déterminer le type d’indétermination.

Étape 2 : Calculer la limite en utilisant la technique appropriée.


[image: image29.wmf]4

4

lim

2

3

4

-

-

®

x

x

x

x

 = 

Question 1 : Quel est le facteur qui annule le numérateur et le dénominateur?

Question 2 : Tracer le graphique de f(x)= 
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Les fonctions f(x) = 
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  et g(x) =x2  ne diffèrent qu’en x = 4. 



Graphique de f(x)



Graphique de g(x) = ____
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Exercice 2 : Calculer la limite suivante : 
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Étape 1 : Déterminer le type d’indétermination.

Étape 2 : Calculer la limite en utilisant la technique appropriée.

Question : Que faut-il faire pour lever une indétermination de la forme 
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L’objectif est de se débarrasser du facteur qui annule le numérateur ou le dénominateur. Pour ce faire, on factorise (ou on multiplie par le conjugué), on simplifie et on évalue la fonction en x = a.
2.2 Calcul des limites de la forme 
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Calculons maintenant la limite suivante :
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Obtenons-nous une indétermination?

Oui, car il y a une erreur sur ma calculatrice.  Comment pourrait-on évaluer 
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? L’idée est de prendre une suite de valeurs de x près de 0. L’animation fonctionne comme suit : La première valeur entrée se place dans la colonne de gauche du tableau. Si c’est une valeur négative, alors elles se trouveront à gauche dans le tableau. Vous pouvez permuter les colonnes en cliquant sur le bouton et aussi afficher la conclusion.
	
	
	
	

	
	
	
	

	
	
	
	

	
	
	
	


Qu’est-ce qu’on en conclut?
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Que vaut  
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Que faut-il faire pour lever une indétermination de la forme 
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Il faut calculer les limites à gauche et à droite.
Exercice 1 : Calculer 
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	Limite à gauche
	Limite à droite
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Attention : 0- est un nombre négatif
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Attention : 0+ est un nombre positif



Est-ce que la limite existe?

Comme la limite à gauche et la limite à droite ne sont pas égales, on en conclut que la limite n’existe pas.
En fait, pour que la limite existe, il faut que 
[image: image50.wmf], avec L ( R
Esquisser le graphique de la fonction f(x) = 
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 près de x = 3.
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Que représente la limite sur le graphique?

Cette limite représente une asymptote verticale. 

Exercice 2 : Calculer la limite suivante :  
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Étape 1 : Déterminer le type d’indétermination.


[image: image53.wmf](

)

2

4

4

2

lim

-

+

®

x

x

x

 =

Étape 2 : Calculer la limite en utilisant la technique appropriée.

Il faut donc calculer la limite à gauche et la limite à droite.

	Limite à gauche
	Limite à droite

	
	


Est-ce que la limite existe?

La limite à gauche est égale à la limite à droite.  Ainsi, on en conclut que la limite vaut +∞
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Par contre, l’infini n’est pas un nombre réel. Donc la limite existe mais n’est pas définie.
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Esquisser le graphique de la 

fonction f(x) = 
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Cette limite représente une 

asymptote verticale. 

2.3 Calcul des limites de la forme 
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Intéresserons-nous maintenant aux limites infinies, c’est-à-dire aux limites lorsque x tend non plus vers un nombre réel, mais vers l’infini (positif ou négatif). Calculons par exemple la limite suivante :
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 EMBED Equation.3  [image: image58.wmf]4
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L’idée est de mesurer comment le numérateur et le dénominateur se comportent à l’infini. Pour ce faire, étudions comment se comporte le graphique de f(x) = xn lorsque n augmente. 

Conclusion : plus le n est élevé, plus x^n va vite à l’infini. Donc, dans le calcul d’une limite infinie sur un polynôme, ce sera le terme de plus haut degré qui va l’emporter. 
Attention : Si on s’intéresse à l’infini négatif, le signe est affecté de l’exposant. 
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Que faut-il faire pour lever une indétermination de la forme 
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Donc pour lever l’indétermination 
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, il faudra mettre en évidence le terme de plus haut degré au numérateur et au dénominateur. 

Exercice 1 : Calculer  
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Étape 1 : Déterminer le type d’indétermination.
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Étape 2 : Calculer la limite en utilisant la technique appropriée.

Exercice 2 : Calculer  
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Étape 1 : Déterminer le type d’indétermination.
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Étape 2 : Calculer la limite en utilisant la technique appropriée.
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